


Les matériaux composites avancés ou couramment appelés 
les F.G.M (Functionally Graded Materials) sont une nouvelle 
gamme de matériaux composites ayant une variation graduelle et 
continue des fractions volumiques de chacun des constituants (en 
général, métal et céramique) à travers l’épaisseur, induisant des 
changements en conséquence des propriétés thermomécaniques 
globales de l’élément structural qu’ils constituent. Ils ont été conçus 
pour pallier aux problèmes engendrés par des environnements 
thermiques sévères. La réussite qu’a connue ces matériaux dans 
leurs utilisation dans ces milieux à pousser les industriels et les 
chercheurs à étendre leur champs d’application à d’autres espaces 
notamment en génie civil. Par conséquent, ces derniers, utilisés 
sous diverses formes, sont assujettis à diverses sollicitations. 
Différents types d’endommagement s’initient et se propagent 
dans les composants des FGM  pendant leurs fabrication et durant 
leur durée de service [1-5]. La présence de ces endommagements 
engendre des dégradations dans les composants des propriétés 
mécaniques. Pour assurer l’intégrité structurelle, les éléments 
structuraux doivent être remplacés ou réparés. Cependant, dans 
de nombreux cas le remplacement de ces éléments est impossible 
voir coûteux. Par conséquent, la réparation et le renforcement 
par l’emploi de matériaux composites s’imposent comme une 
la durabilité des composants endommagés. La réparation des 
ouvrages endommagé ou nécessitant un confortement peut être 
réalisée sous diverses formes tel que le boulonnage, le collage de 
plaques en acier ou en composite [6-8] ou bien par injection d’une 
résine dans la zone d’endommagement [9]. Lors de ces dernières 
années, le renforcement par tôles d’acier a été remplacé par le 
renforcement par matériaux composites. La plupart des renforts 
composites utilisés dans le génie civil sont des composites carbone 

résistance à la traction et à la compression, Garden et al. [10]. Les 
avantages de l’utilisation de composites sont nombreux. On peut 
citer par exemple leur grande résistance à la fatigue, leur légèreté 
ainsi que leur durabilité, Saadatmanesh et al. [11] et Meier et al. 
[12]. Dès lors, les études sur l’utilisation de matériaux composites 
pour la réhabilitation se sont multipliées. Ferrier  [13] et Avril [14] 
ont présenté les problèmes posés par cette nouvelle technique. 
Le renforcement par collage extérieur de matériaux composites 
une nouvelle technique dans le domaine du génie civil. Le 
délaminage de la plaque de FRP est l’un des modes principaux de 
rupture de ces structures renforcées à cause des fortes contraintes 
d’interface à l’extrémité de cette plaque. De nombreuses études 
d’interface, on peut citer à titre exemple, celles Tounsi et al [15], 
[19], Roberts et Haji-Kazemi [20], Ye [21], Smith et Teng [22], 
Chai et al. [23]. A travers la littérature on note que les méthodes 
actuelles sont élaborées en tenant compte particulièrement des 
hypothèses suivantes : les matériaux sont élastiques et linéaires et 
les contraintes normales et de cisaillement demeurent constantes 
approches sont utilisées pour évaluer les contraintes d’interface : 
l’approche basée sur des considérations directes de compatibilité 
de déformation, utilisée par Taljsten [25], Smith et Teng [22], 

directement la compatibilité des déformations pour déterminer 
les contraintes d’interface. La solution de Malik et al. [18], est 
exprimée en fonction du moment engendré par le chargement 
appliqué. Les contraintes des cisaillements, d’interface dans une 
couche adhésive, sont reliées à la différence entre le déplacement 
longitudinal à la base de la poutre et celui à la partie supérieure de 
la plaque de renforcement. La différence entre ces solutions pour 
le cas des contraintes de cisaillement est dans le choix des termes 
inclus dans la détermination de l’expression des déplacements 
la poutre et les déformations axiales de la plaque sont prises en 
compte dans toutes ces solutions. La solution présentée par Liu 
et Zhu [27] est la seule qui considère les effets des déformations 
de cisaillement de la poutre, mais la contribution de ces derniers 
est ignorée dans la détermination de l’expression des contraintes 
normales. Les contraintes normales d’interface sont reliées aux 
déformations verticales de la poutre et la plaque de renforcement. 
Vilnay [28] et Taljsten [25] décrivent l’équation qui régit les 
contraintes normales en termes de déplacements verticaux de la 
plaque de renforcement ; quant à Liu et Zhu [27] et Malek [18], 
ils les présentent en termes de contraintes normales d’interface. 
Néanmoins, les équations obtenues par Vilnay [28] et Taljsten 
[25] peuvent être déduites de celles de Liu et Zhu [27] et Malik 
[18]. Cependant, la solution de Liu et Zhu [27] est incomplète 
dans ses constantes d’intégration, seulement les conditions aux 
limites sont fournies. L’approche d’analyse par étapes est le 
chemin emprunté par Roberts [19] et Roberts et Haji-Kazemi 
[20]. La solution de Roberts et Haji-Kazemi [20] est appliquée 
uniquement pour un chargement réparti. Dans la première 
étape de cette solution, les considérations de la compatibilité 
des déformations conduisent à la détermination des contraintes 
de cisaillement. Les efforts qui se développent aux extrémités 

Dans cette première étape, la poutre et la plaque sont supposées 
avoir les mêmes courbes et cela conduit à la non considération 
des contraintes normales dans les expressions d’équilibre de la 
poutre dans cette étape. Comme résultat de cette étape, nous 
aux extrémités de la plaque. Dans la deuxième étape d’analyse, 
première étape sont appliqués aux extrémités de la plaque qui est 
considérée comme une poutre sur assises élastiques représentés 
par la couche d’adhésif. Cette deuxième étape d’analyse conduit 
à la détermination des contraintes normales et de cisaillement 
additionnelles dues à la courbure de la plaque relative à celle de 
sont obtenues par superposition des résultats des deux étapes. 
Cependant, la contrainte normale de la première étape et la 
contrainte de cisaillement de la deuxième étape sont en général 
petites.
Meradjah et al. [29] ont présenté une solution analytique basée 
sur l’approche de compatibilité de déformation pour l’étude des 
contraintes d’interface au niveau d’une poutre FGM simplement 
appuyée et renforcée par une plaque en matériaux composites. 
Les propriétés matérielles de la poutre ont été supposées variées 
dans la direction de l’épaisseur suivant une loi exponentielle.
Durant le processus de fabrication des FGM, des défauts peuvent 
surgir sous forme de porosité. Cette dernière, si elle n’est pas prise 



en compte dans les calculs, peut nuire au comportement global de 
la structure. Dans cet article, et en se basant sur les travaux déjà 
réalisés par Meradjah et al. [29], nous présentons une méthode 
pour la modélisation des contraintes au niveau de l’interface pour 
FGM-plaque composite. Les porosités dans la poutre FGM sont 
prises en compte dans l’évaluation des propriétés mécaniques de 
la poutre qui varient suivant une simple loi de puissance dans 
la direction de l’épaisseur. Finalement, une étude paramétrique 

Considérons une poutre FGM simplement appuyée renforcée en 
Lp   et  d’une hauteur  

tp . L’ensemble est soumis à une charge d’intensité q égale.
Une illustration schématique de la poutre FGM renforcée par une 
plaque en composite (FRP) est montrée sur la Fig. 1-a.

Figure 1-a: Poutre FGM renforcée par une plaque FRP
Figure 1-a: FGM beam strengthened by FRP plate

.Figure 1-b: section A de la poutre FGM renforcée  par une plaque FRP.
Figure 1-b: section A of the FGM beam strengthened by FRP plate.

Pour cette étude les hypothèses retenues sont les suivantes :
- tous les matériaux, y compris la poutre FGM, la plaque et la 
couche d’adhésive ont un comportement linéaire élastiques ;
- la poutre FGM est orthotrope en tout point ;
- pas de glissement autorisé à l’interface (il existe une parfaite 
liaison à l’interface de collage entre la poutre et la plaque) ;
- la contrainte de cisaillement et la contrainte normale dans la 
couche d’adhésif ne varient pas à travers l’épaisseur de cette 
dernière ;
- la déformation de cisaillement de la plaque et la poutre FGM 
est négligée ;
- l’analyse des contraintes de cisaillement suppose que les 
courbures de la poutre et la plaque sont égales (permet le 

découplage des équations de la contrainte de cisaillement et la 
contrainte normale).
Toutefois, cette dernière hypothèse n’est pas faite dans la solution 
de la contrainte normale. Cette hypothèse est également faite en 
Tounsi et al. [30].
Dans ce qui suit, un modèle analytique basé sur la compatibilité des 
déformations sera proposé pour le calcul des contraintes d’interface 
d’une poutre FGM renforcée par des plaques FRP [4-8]. 

Dans ce paragraphe, l’hypothèse de section plane qui reste plane 
Pour cela, nous supposons qui il n’y a pas un changement 
d’épaisseur c.à.d. le déplacement w est indépendant de z. 
L’expression de déplacement peut être écrite de la manière suivante :

 (1)
Où u0 et w0 sont les composantes de déplacement du plan moyen 
suivant la direction x et z respectivement.
A partir de l’hypothèse de petite perturbation, le tenseur de 
déformation linéaire de   Green-Lagrange s’écrit comme suit :

 (2)
La composante de déformation Eq. (2) est reliée à sa contrainte 
correspondante par la relation constitutive suivante :

 (3)
Le module d’élasticité est supposé varier de façon continue à 
travers l’épaisseur de la poutre, Wattanasakulpong et al. [31] est 
donné par :

 (4)
Où n est l’indice matériel,  EU  est le module de Young de la partie 
supérieure, EL 

poutre est considérée comme parfaite.   
N et M, sont 

  (5)
L’équation constitutive des composites exprimée en fonction des 
efforts de membranes N et les moments M est donnée par :

      
    (6)
En rappelant que les matrices A, B et D devient des expressions 
suivantes :

 (7) 

De ce  fait, les expressions de A, B et D seront données par :             



 (8)

 (9)

 
(10)

Les relations inverses correspondant à celle de l’Eq. (6) sont les 
suivantes:

  (11)

L’expression de la déformation pour l’effort normale nul (N  0) 
prend la forme :

     
     (12)
En substituant les Eqs. (2) et (12) dans l’Eq. (3), la contrainte 
normale dans la poutre FGM prend la forme suivante :

 (13)
x = 0), 

d’où : 
  (14)

L’équation ci-dessus est similaire à celle obtenue par Sankar et 
al. [32].

La contrainte de cisaillement au niveau de la couche d’adhésif 
peut être exprimée par :

 (15)

Où Ga, ta, ub et  up représente le module de cisaillement, l’épaisseur 
de l’adhésif, le déplacement longitudinal à la base de la poutre 
FGM, et le déplacement longitudinal au   sommet de la plaque 
FRP, respectivement. L’Eq. (15) peut être exprimée en termes de 
contraintes mécaniques de la poutre FGM, après dérivation de 
l’équation précédente par rapport à x on trouve :

  (16)

Où
 

  (17)
La déformation de la poutre FGM est donnée sous la forme 
suivante :

 (18)

La déformation au niveau de la partie supérieure de la plaque de 
renforcement est :

 (19)

 

Figure 2 : Un segment différentiel de la poutre (FGM) renforcée  par une plaque en composite.Figure 2: A differential segment of the FG beam reinforced  
by a FRP plate.

Où Ep, Ap, Ip, tp et b désigne respectivement le module 
d’élasticité, la section transversale, le moment d’inertie de la 
plaque, l’épaisseur de la plaque, et la largeur de la poutre FGM. 
Considérant l’équilibre horizontal des forces de l’élément de la 
poutre renforcée nous obtenons : 

 (20)

Où
 (21)

En supposant que la poutre et la plaque ont la même courbure, 
la relation entre les moments dans les deux surfaces peut être 
exprimée comme :

 (22)

Le moment d’équilibre de l’élément de la poutre renforcée Fig. 
2 est donné par :

 (23)



fonction du moment total appliqué et la contrainte de cisaillement 
d’interface, est donné comme suit :

 
(24)

 (25)

donne :
 (26)

 (27)

En substituant les Eqs. (18) et (19) dans l’Eq. (16) et en dérivant 
l’équation obtenue, nous aurons :

 (28)
En substitution les expressions des efforts tranchant des deux 
adhérents, Eqs. (26) et (27) ainsi que ceux des efforts normaux 
l’Eq. (21) dans l’Eq. (28) nous aurons l’équation différentielle 
des contraintes de cisaillement :

 

(29)

La solution générale de l’Eq. (29) est donnée par :
 (30)

Où
 (31)

 (32)

Pour le cas d’une charge uniformément répartie q, la force de 
cisaillement est donnée par :

  (33)

Les constantes d’intégration B1 et B2, doivent être déterminées 
par l’application des conditions aux limites appropriées. La 

 
x = 0, le moment au bord de la plaque Mp  et la force axiale 
dans la poutre et la plaque de renforcement (Np b ) sont 
nuls.
En conséquence, le moment dans la section de la poutre seule 
peut être exprimé comme :

     
     (34)
Substituant les Eqs. (18) et (19) dans l’Eq. (16), et avec 
l’application des conditions aux limites, on obtient:

     
     (35)
Où

    
     (36)

2 peut être déterminée 
comme suit :

     
     (37)
La deuxième condition aux limites est basée sur le fait que les 
contraintes de cisaillement sont nulles, vu la symétrie de la 
charge appliquée. B1 .Peut être déterminée comme suit:

 (38)

Dans le cas où  , l’expression de B1 peut

 (39)

En substitution B1 et B2 dans l’Eq (31), on obtient une expression 
de la contrainte de cisaillement d’interface dans n’importe point :

 (40)

L’équation différentielle régissant la contrainte d’interface 
normale est dérivée de cette section. Lorsque la poutre est chargée, 
la séparation verticale se produit entre la poutre FGM et la plaque 
de renforcement. Cette séparation crée une contrainte d’interface 

 est 
donnée comme suit :

 (41)
Où wb(x) et wp(x) sont respectivement les déplacements verticaux 
de la poutre FGM et la plaque de renforcement. L’équilibre de la 
poutre FGM et la plaque est déterminé en négligeant les termes 
du second ordre, conduisant aux relations suivantes :
Adhérent 1 (poutre) :

 (42)



 (43)

 (44)

Adhérent 2 (plaque):
     

     (45)

 (46)

 (47)

Sur la base des équations d’équilibre ci-dessus, les équations 
différentielles régissant les  courbures des composants (poutre 
FGM, plaque de renforcement), exprimées en termes de 
contrainte de cisaillement et normales d’interface, sont données 
comme suit :
Adhérent 1 (poutre) :

 (48)
 
Adhérent 2 (plaque) :

 (49)

La Substitution des Eqs. (48) et (49) dans la quatrième dérivée 
de la contrainte normale d’interface obtenus à partir de l’Eq. (38) 
donne :

 (50)
La solution générale de cette équation différentielle du quatrième 
ordre est :

 (51)
Pour une grande valeur de  « x », on suppose que les contraintes 
normales deviennent nulles et comme résultat C3 = C4 = 0. La 
solution générale devient :

 (52)

Où

 (53)

 (54)

Et
 (55)

Les constantes  C1  et  C2  dans l’Eq. (52) sont déterminées à partir 
des conditions aux limites. La première condition aux limites est 
renforcement.
En dérivant deux fois l’Eq. (41) et en substituant dans les Eqs. 
(42) et (45) nous aurons :

 (56)

Rappelons que M p (0) = 0, Np (0) = Nb(0)  =  0 et M b(0) = MT (0) 
dans le bord de la plaque de renforcement, l’équation ci-dessus 
peut être exprimé comme :

 (57)

La deuxième condition aux limites concerne la force de 
cisaillement au bord de la plaque de renforcement. En dérivant 
l’Eq. (41) trois fois et en substituant les Eqs. (40) et (46) dans 
l’expression qui en résulte, on aboutit à la relation suivante :

 (58)
La force de cisaillement appliquée au bord de la plaque est égale 
à zéro (c.à. p ,  p T La deuxième condition 
aux limites peut donc être exprimée comme suit:

 (59)

Où
 (60)

Après la dérivée de l’Eq. (52) cela conduit à l’expression suivante 
des contraintes d’interface normale au bord de la plaque :

 (61)
Et

 (62)

La  substitution des conditions aux limites dans les deux équations 
conduit  alors à la   détermination de  C1  et  C2  comme suit :

 (63)

Et
 (64)



Avec les constantes  C1  et  C2  déterminée, la contrainte normale 
dans la couche d’adhésif peut alors être trouvée en utilisant l’Eq. 
(52).

Nous présenterons dans ce qui suit les résultats relatifs au modèle 
analytique développé dans la précédente section. Une série de 
résultats des contraintes d’interface d’une poutre FGM renforcée 
par une plaque FRP sont présentés sous forme des graphes 
explicites.
Pour cela, les propriétés matérielles suivantes ont été retenues 
pour les présents calculs.

Sur la Fig. 3(a et b), on présente la variation des contraintes 
d’interface pour une poutre FGM type (Al/ Al2O3 et Al/ Ni) 
renforcée par une plaque CFRP. L’effet de la porosité de la 
poutre FGM a été pris en compte par le biais de l’introduction 
0.2). On constate que l’augmentation de l’indice de la porosité 

poutre.

(a)

(b)
Figure 3: poutre FGM (Aluminium-Céramique) ((a) Contraintes de cisaillement (b) Contraintes normales).Figure 3:

(Aluminum-Ceramic) ((a) Shear stresses (b) Normal stresses).

Dans la Fig. 4(a et b), on représente la variation des contraintes 
d’interface en fonction de l’indice matériel « n » de la poutre 
FGM et ce pour différentes valeurs du rapport (EU / EL) et pour 

(a)

(b)
Figure 4: FGM Renforcée par une plaque de CFRP ((a) Contraintes de cisaillement (b) Contraintes normales).Figure 4: beam Reinforced by CFRP plate ((a) Shear stresses (b)  

Normal stresses).



D’après la Fig. 4, on constate que l’utilisation d’un rapport  
(EU / EL) élevé favorise la réduction des contraintes de bords.

Dans la Fig.5, nous présentons la variation des contraintes 
d’interface maximales (contraintes de bord) en fonction de rapport 
(EU / EL) de module de Young des deux matériaux Aluminium et 
Céramique.

(a)

(b)
Figure 5: U / EL) sur les contraintes de cisaillement et normales  de bord  d’une poutre FGM renforcée par une plaque de CFRP.Figure 5: U / EL) on the shear and normal stresses 

edge of FGM beam strengthened by CFRP plate.
L’accroissement du rapport (EU/EL) conduit à une réduction 
plaque.

La variation des contraintes d’interface en fonction de l’épaisseur 
de la couche d’adhésif est représentée dans la Fig.6.
L’accroissement de l’épaisseur de la couche d’adhésif conduit à 
C’est pourquoi, il est fortement recommandé d’utiliser une 
couche d’adhésif plus épaisse aux voisinages des bords.  

(a)

(b)
Figure 6: Effet de l’épaisseur de la couche d’adhésive sur les contrainte d’interface d’une poutre FGM (Aluminium-Céramique) ((a) contraintes de cisaillement (b) contraintes normales).Figure 6: Effect of the thickness of the adhesive layer on the interface stress of FGM beam (Aluminum-Ceramic) ((a) shear stress (b) normal 

stresses).

L’épaisseur de la plaque est un facteur important dans le 
dimensionnement des structures renforcées. Dans la Fig. 7 nous 
présentons l’effet de l’épaisseur de la plaque sur les contraintes 
d’interface.
paramètres précités.
On remarque  que le maximum de la valeur des contraintes est 
à l’extrémité de la plaque de renforcement. C’est le phénomène 
appelé effet de bord, signe des premières défaillances de la 
structure.



(a)

(b)
Figure 7 : Effet de l’épaisseur de la plaque d’acier renforcée sur les contraintes d’interface (cas d’un chargement uniformément réparti) d’une poutre FGM (Aluminium-Céramique) ((a) contraintes de cisaillement (b) contraintes normales).Figure 7: Effect of thickness of the steel plate reinforced on the inter-face stresses (case of uniform distributed load) of a beam FGM (Alumi-

num-Ceramic) ((a) shear stress (b) normal stresses).

 
Dans la Fig.8, on présente l’effet des types de renfort CFRP et 
GFRP (plaque composite en carbone et en verre) sur la variation des 
contraintes d’interface pour le cas d’un chargement réparti d’une 

en acier engendre des contraintes plus élevées que celles obtenues 
par l’application des plaques en composite (CFRP et GFRP).

(a)

(b)
Figure8 : Effet des types de renfort sur la variation des contraintes d’interface pour le cas d’un chargement réparti d’une poutre FGM (Aluminium-Céramique) Figure 8: Effect of types of reinforcement on the variation of the interface stresses for the case of uniform distributed load of FGM beam (Aluminum-Ceramics) ((a) shear stress (b) normal stresses).

Dans le cadre de ce travail, nous avons développé une méthode 
analytique directe qui détermine les contraintes d’interface d’une 
poutre FGM renforcée par une plaque FRP, prenant en compte 
les effets de la porosité dans la poutre (cas d’imperfection de la 
poutre).
Le modèle proposé est basé sur l’approche de compatibilité des 
déformations proposé par Smith et Teng [22]. Il est vrai que dans 
la formulation des expressions de déformations au niveau des 
deux adhérents (poutre et plaque) un comportement linéaire a été 
d’autres travaux vont suivent pour prendre en charge le cas de 
la non linéarité) mais des travaux antérieurs réalisés par notre 
équipe de recherche (on cite à titre exemple les travaux de 
Tounsi et al. [33] qui sont basés sur le même principe et qui ont 
été comparés avec des résultats expérimentaux) ont donnés une 
simplicité.
Une étude paramétrique a été menée par la suite dans le but 
de souligner les effets des différents paramètres régissant ces 
contraintes. Quelques conclusions ont pu être dégagées qu’on 
peut résumer comme suit :

par le faite que la porosité réduit la rigidité de la poutre ;
- le rapport (EU / EL) élevé favorise la réduction des contraintes 
dernières est causée par l’accroissance de ce rapport ;
- l’accroissement de l’épaisseur de la couche d’adhésif conduit à 
- un maximum de la valeur des contraintes se situe à l’extrémité 
de la plaque de renforcement (effet de bord), qui est le signe des 
premières défaillances de la structure ;
- l’utilisation d’une plaque en acier engendre des contraintes 
plus élevées que celles obtenues par l’application des plaques en 
composite (CFRP et GFRP). C’est l’effet du module d’élasticité.
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